
10 дәріс. Тейлор және Маклорен қатарлары. Функцияларды Маклорен қатарларына жіктеу.
МАКЛОРЕН ҚАТАРЫ
Айталық [image: ] нүктесінің маңайында анықталған және  [image: ] рет дифференциалданатын [image: ] функциясы дәрежелік функциялардың шексіз қосындысы түрінде жазылсын, басқаша айтсақ, ол дәрежелік қатарға  жіктелсін, яғни:
[image: ]                            (1)

Осы дәрежелік қатардың коэффициенттері белгісіз. Мақсатымыз белгісіз коэффициенттерді [image: ] функциясы арқылы өрнектеу.
[image: ] функциясын [image: ] рет дифференциалдайық:

[image: ]

[image: ]

[image: ]
 --------------------------------------------------------------------
[image: ]

Осы теңдіктерде [image: ] деп алып, мыналарды аламыз:

[image: ], 
[image: ],
 [image: ],
 [image: ],  ..., 
[image: ], ...

Енді белгісіз коэффициенттерді тауып,
 
[image: ], 	[image: ], 	 [image: ],  [image: ],   ... ,  	[image: ],   ...

(1) теңдіктегі орнына қояйық:

[image: ]                     (2) 

Алынған (2) қатарды Маклорен қатары деп аталады. 
Маклорен қатарын 

[image: ]

түрде жазуға болады. Мұндағы, 

[image: ] 

- қатардың бастапқы [image: ] мүшесінің қосындысы, ал

[image: ]- қатардың қалдығы.

Кез келген функцияны Маклорен қатарына жіктей беруге болмайды. Формальді құрылған қатар жинақталмауы мүмкін не жинақталса, [image: ]-ке емес, басқа функцияға жинақталуы мүмкін. Бұл мәселенің жауабы мына теоремада.
Теорема. Маклорен қатары [image: ]-ке жинақталуы үшін қатардың қалдығы [image: ] жағдайда, жинақталу интервалының барлық [image: ] мәндерінде нөлге ұмтылуы қажетті де жеткілікті, яғни 

[image: ]                                          (3)

Кейбір жиі қолданылатын функциялардың Маклорен қатарына жіктелуін қарастырайық.
1. [image: ] функциясын қарастырайық.  
Бұл функцияның туындысы [image: ] екені белгілі. Олай болса, функция мен оның барлық ретті туындыларының [image: ] нүктесіндегі мәні [image: ] болады. Табылған мәндерді (2) формуладағы орнына қойып [image: ] функциясының Маклорен қатарына жіктелуін аламыз:

 [image: ]                                   (4) 

Бұл қатардың жинақталу облысы   [image: ] интервалы болады. 
2. [image: ] функциясын қарастырайық.  
Бұл функцияның туындысы:

[image: ], [image: ]

екені белгілі. Олай болса, функция мен оның барлық ретті туындыларының [image: ] нүктесіндегі мәні ([image: ]):
 [image: ] 

болады. Табылған мәндерді (2) формуладағы орнына қойып [image: ] функциясының Маклорен қатарына жіктелуін аламыз:

 [image: ]                         (5) 
Бұл қатардың жинақталу облысы  [image: ] интервалы болады. 
3. [image: ] функциясын қарастырайық.  
Жоғарыдағы ретпен қарастырып [image: ] функциясының Маклорен қатарына жіктелуін алуға болады. Егер дәрежелік қатардың қасиетін қолдансақ бұл функцияның қатарға жіктелуін [image: ] функциясының Маклорен қатарын мүшелеп дифференциалдау арқылы оңай алуға болады 

[image: ]
Сонда:
 [image: ]                                    (6) 

Бұл қатардың жинақталу облысы да [image: ] интервалы болады. 
4. [image: ] , [image: ], функциясын қарастырайық.  
Бұл функцияның барлық ретті туындыларын тауып, олардың [image: ] нүктесіндегі мәндерін есептеп (2) формулаға апарып қойып функцияның  Маклорен қатарына жіктелуін аламыз:

 [image: ]                   (7) 

(7) қатар биномдық қатар деп аталады. Бұл қатардың жинақталу облысы [image: ] интервалы болады. Интервал ұштарындағы мәннің жинақталу облысына кіруі [image: ] мәніне қарай анықталады.  
4-мысал. [image: ] функциясын дәрежелік қатарға жіктеу керек.
Шешуі. Функцияны дәрежелік қатарға жіктеу үшін (7) формуланы қолданамыз және мұнда [image: ] болып тұр. Осы мәнді дәрежелік қатарға қойып есептесек [image: ] функциясын дәрежелік қатарға жіктелуін аламыз

[image: ]                           (8)

Бұл қатардың жинақталу облысы [image: ] интервалы болады.
5-мысал. [image: ] функциясын дәрежелік қатарға жіктеу керек.
Шешуі. Функцияны дәрежелік қатарға жіктеу үшін оның барлық ретті туындыларын тауып, олардың нолдегі мәнін есептеп, (2) формулаға қойып табуға болады. Алайда, егер келесі жайтты ескерсек, дәрежелік қатар қасиетін қолданып есептеуді оңайлатуға болады. Сонымен,
[image: ].

Олай болса, (8) қатарды 0 мен [image: ] ([image: ]) аралығында мүшелеп интегралдап [image: ] функциясының дәрежелік қатарға жіктелуін алуға болады екен: 

[image: ]

Сонымен, 

[image: ]                           (9)

Бұл қатардың жинақталу облысы [image: ] интервалы болатынын, яғни [image: ] болғанда да бұл жіктелу дұрыс екенін көрсетейік. 
Шынында да, [image: ] болғанда (9) формуланың сол жағы [image: ] болады, ал оң жағы Лейбниц белгісі бойынша жинақталатын таңбасы ауыспалы қатар болады:

[image: ]

[image: ] аралығында  (9) қатардың қалдығы [image: ] теңсіздігін қанағаттандырады, сондықтан [image: ]. Олай болса, соңғы алынған қатардың қосындысы [image: ] болады екен, яғни:

 [image: ]                             (10)

Дәрежелік қатардың көмегімен функциялардың, математикадағы иррационал сандардың, мысалы  [image: ], [image: ], [image: ], мәндерін кез келген дәлдікпен есептеуге болады. Сол сияқты анықталған интегралдың мәндерін де есептеуге болады. Бір мысал қарастырайық.
6-мысал. [image: ] интегралын дәрежелік қатарға жіктеп, жуықтап есептеу керек.
Шешуі. Берілген интеграл «алынбайтын интеграл» екені, яғни интеграл астындағы [image: ]  функцияның алғашқы функциясы элементар функциямен өрнектелмейтіндігі белгілі. Ал ол алғашқы функция дәрежелік қатар арқылы оңай өрнектеледі. Шынында да,  [image: ]қатарын [image: ]-ке көбейтіп, 
[image: ]

қатарын аламыз. Бұл қатар [image: ]-тің  кез келген мәнінде жинақталатын қатар. Осы қатарды [image: ]мен [image: ]аралығында интегралдап ізделінді интегралдың қатарға жіктелуін аламыз:

[image: ]
 
Осы қатынастың көмегімен а-ның нақты мәнінде, кез келген дәлдікпен интегралдың мәнін есептеп алуға болады. 

Теориялық сұрақтар: 
· [bookmark: _GoBack]Маклорен қатары деп қандай қатарды айтамыз?		
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